
東北大学 工学部 
 

令和 03 年度 統一テスト 

（理数基礎学力到達度テスト） 

＜問題冊子①＞必答問題 

 
 

大問１（数学①） 

 
 

試験時間 45 分間 
＊解答開始の合図があるまで問題冊子を開いてはいけません＊ 

 
 
 
 
 
 
 
 

【解答する際の注意】 

１．大問 1 専用の解答用紙 1 枚（裏面もあり）を用いること． 

２．マーク式解答と記述式解答の混合なので注意すること． 

３．解答の仕方に特に指示が無い場合は，問題文の空欄   A1  ，   A2  ，・・・にあては

まるものを該当する解答群（選択肢）から選び，選択肢の番号①，②・・・で答える

こと．同じ選択肢が複数回あてはまることもある． 

４．空欄の中には通常の式では不要な「1」「－1」「0」が当てはまることがある．その

場合も，式が成り立つために必要なものとして選択し，解答すること． 

５．問題に関する質問は，汚損で読めない等以外は原則認めない． 
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 大問１（数学①）必答問題  

 

粒子加速器のひとつであるサイクロトロンは，物理的な実験のみならず医療における検査や治

療にも用いられている．サイクロトロンは大まかには，図 1-1 に示すように，中央に入射された荷電

粒子が，電場で加速されることと磁場で向きを曲げられて円弧を描くことを繰り返し，目的とするエ

ネルギーを得て射出される，という仕組みである．半円形の 2 つのディー電極では磁場のみで電

場が無く，電極間隙では電場のみで磁場が無い． 

本問では，電磁場における 1 個の荷電粒子の運動を考える．手順としては，最初に任意の電磁

場における運動について，運動の支配方程式を立てて解き，運動を表す関数を得る．その後で，

サイクロトロンという特殊な電磁場における荷電粒子の運動を考える． 

以降，ベクトルを太字で表記し，時間の関数の微分については，例えば関数 u であれば，1 階

微分を /du dt またはu と表記する．また，i は虚数単位である． 

電磁場は，電場（電界） E ，電束密度 D，磁界 H ，磁束密度 B で表されるが，ここでは，荷電

粒子の運動を決める E と B のみを扱う．一様な電場 ( , , )x y zE E E=E と一様な磁束密度

0 0( , , )B=B の中を，質量 m，電荷 q (> 0) の荷電粒子が動くことを考える．図 1-2 のように，任意

の時刻 t における粒子の位置を =r x y z( , , )，速度を =v x y zv v v( , , ) とおく．時刻 t = 0 では，位

置 0 0 0 0=r x y z( , , )，速度 0 0 0 0=v x y zv v v( , , )で与えられるとする． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

図 1-2 時刻 t における荷電粒子の位置 r と速度 v 図 1-1 サイクロトロンの構成要素 
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1. 任意の電磁場における荷電粒子の運動の支配方程式を立てる． 
荷電粒子には磁気的な力 ×v Bq( )と電気的な力 Eq が作用するので，運動方程式は次式で

与えられる． 

( )
dm q
dt

= × +
v v B E       (1-1) 

 
(1) まず，一般的な =B ( , , )x y zB B B の場合の各軸方向の支配方程式を得る． 

式(1-1)の運動方程式は，例えば，x 軸方向には次のようになる． 

(xdv
m q

dt
= 11A1  − 11A2  )xE+       

よって，式(1-1)を列ベクトルと行列を用いて表すと次式となる． 
0

0
0

z yx x x

y z x y y

y xz z z

B Bv v E
q qv B B v E
m m

B Bv v E

−      
      

= − +      
      −      







    (1-2) 

式(1-2)の右辺第 1 項における 3 次正方行列の階数は 2 である． 

 
(2) B の方向に z 軸の方向を合わせた 0 0=B B( , , ) の場合の各軸方向の支配方程式を得る． 

式(1-2)より，各軸方向の運動方程式は次のようになる． 

( )x
y x

dv q v B E
dt m

= + ， ( )y
x y

dv q v B E
dt m

= − + ， z
z

dv q E
dt m

=   (1-3) 

式(1-3)より，x 方向と y 方向の運動は互いに関係しているが，z 方向の運動は独立していること

が分かる．したがって，電場 E と速度 v を，磁束密度 B に垂直なベクトル（添え字 ⊥ ）つまり 

11A3   に投影したものと， B に平行なベクトル（添え字 ）つまり 11A4   に投影したものに

分けて考えてよく，次式のように表される． 
0 0 0⊥= + = +



E E E x y zE E E( , , ) ( , , ) ， 0 0 0⊥= + = +


v v v x y zv v v( , , ) ( , , )  

 

 

---- 11A1   ～ 11A4   の選択肢 -------------------------------------------------------------------------- 

① x 軸 ② y 軸 ③ z 軸 ④ xy 平面  ⑤ yz 平面  ⑥ zx 平面  ⑦ xE   ⑧ yE   ⑨ zE  

⑩ x xv B   ⑪ x yv B   ⑫ x zv B   ⑬ y xv B   ⑭ y yv B   ⑮ y zv B   ⑯ z xv B   ⑰ z yv B   ⑱ z zv B  
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2. 連立微分方程式を解き，速度および位置の関数を得る． 

(1) 連立微分方程式(1-3)を独立した微分方程式に分離する． 

式(1-3)より，x 方向と y 方向の運動方程式は，列ベクトルと行列を用いると次式で表される． 

0 1
1 0

      
= +      −      





x x x

y y y

v v EqB q
v v Em m

     (1-4) 

行列
0 1
1 0

A
 

=  − 
  の固有値は，選択肢番号の若い順に， 1λ = 11A5   および 2λ = 11A611  

と求められる．よって，固有値 1λ =   A5   に対応する固有ベクトルは，例えば 
1

 
 
 
 

で

あり，固有値 2λ =    A6   に対応する固有ベクトルは，例えば 
1 

 
 

  である．これらの

固有ベクトルを列ベクトルとする行列
1 1

X
 

=  
 

  をつくると，その逆行列は

1 11
1

X − − 
=  − 

  となる．したがって，行列 X を変換行列として行列 A を対

角化することができ，
1X AX−  

=  
 

  を得る．ここで，未知関数の列ベクトル

 
 
 

x

y

v
v

  を，別の未知関数 
 
 
 

x

y

u
u

  が行列 X により変換されたものと考えると，
x x

y y

v u
X

v u
   

=   
   

  とな

る．したがって，式(1-4)を考慮すると次式を得る． 

x

y

u qB
u m
 

= 
 





 11B4  x

y

u q
u m
 

+ 
 

11B5  x

y

E
E
 
 
 

    (1-5) 

 

 

 

---- 11A5   ～ 11B5   の選択肢 -------------------------------------------------------------------------- 

① 1   ② －1   ③ 2   ④ －2   ⑤ i   ⑥ －i   ⑦ 2i   ⑧ －2i   ⑨ A  ⑩ X   

⑪ A－1  ⑫ X－1  ⑬ AX  ⑭ XA  ⑮ A－1X  ⑯ X－1A  ⑰ A－1XA  ⑱ X－1AX  ⑲ 0  

  A7   

  A7   

  A8   

  A8   

  A9   

  B2     B3   

  B1     AX   

  A8   
  A7   
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(2) 得られた微分方程式を解き，速度および位置の関数を得る． 
表記を簡単にするために ≡qB m ω/ とおき，式(1-5)を書き直すと次式を得る． 

( )
2

x
x x y

du qiωu E iE
dt m

− = −       (1-6a) 

( )
2

y
y x y

du qiωu E iE
dt m

+ = +       (1-6b) 

非斉次微分方程式である式(1-6a)と式(1-6b)を，各々，定数変化法で解く．まず，式(1-6a)の右

辺を 0 とした斉次方程式を解き，斉次解 1x xu c= 11B6   （ 1xc ：定数）を得る．ここで， 1xc を改め

て t の関数として考え，斉次解の式の両辺を t で微分する． 

1 (xdc d
dt dt

= 


11B7  ) (+ 11B8  )




iωte−  

これは，式(1-6a)より次式のように整理できる． 

1

2
{(xdc q

dt m
= 11B9  ) (+ 11BX  )} iωte−  

これより， 1xc を tの関数として求めることができ，さらに xu を得る．同様にして式(1-6b)を解くと yu

を得る．ただし， xu と yu における積分定数を，各々 2xc と 2yc とする． 

2
1

2
{(iωt

x xu c e
B

= + 11C1  ) (+ 11C2  )}  

2
1

2
( )iωt

y y x yu c e iE E
B

−= + − +  

これらを，
x x

y y

v u
X

v u
   

=   
   

に代入する． 

 

 

---- 11B6   ～ 11C2   の選択肢 -------------------------------------------------------------------------- 
① xu   ② xu−   ③ xiu   ④ xiu−   ⑤ xiωu   ⑥ xiωu−   ⑦ωt   ⑧ ωt−   ⑨ iωt   ⑩ iωt−  

⑪ iωte   ⑫ iωte−   ⑬ xE   ⑭ xE−   ⑮ xiE   ⑯ xiE−   ⑰ yE   ⑱ yE−   ⑲ yiE   ⑳ yiE−  
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オイラーの公式より得る， cos (iωte ωt= + 11C3  )および
iωte− = 11C4  (+ 11C5  )を

利用して式を整理する．初期速度 0 0 0 0=v x y zv v v( , , )より積分定数を得られるので，荷電粒子

の速度 =v x y zv v v( , , ) を時間の関数として次のように得る．つまり，式(1-3)の特殊解である． 

0 0

0 0

   
− +         = +         −+ − +     

y yx
x y

x

y y xx
y x

E EE
v vv ωtB B B

v E ωt EE
v v

BB B

cos
sin

    (1-7ab) 

0z z z
qv E t v
m

= +        (1-7c) 

式(1-7ab)より， ⊥v が時間に依存するベクトルと時間に依存しない定ベクトルの和であることが分

かる．また，式(1-7ab)から得られる 2 式から t を消去すると， xv と yv の関係を表す式を得る． 

2 22 2
2

0 0
y yx x

x y x y

E EE E
v v v v ρ

B B B B
      − + + = − + + ≡      

      
   (1-8) 

=v r なので，式(1-7)の両辺をさらに時間で積分する．初期位置 0 0 0 0=r x y z( , , ) より積分定数

を得られるので，荷電粒子の位置 =r x y z( , , )を時間の関数として次のように得る． 

00 0
0

0
00 0

1 1
y y xx

yx y

yy xx
xy x

E E EE vv v xx BB B Bt
E yy Eω ωEE vv v

B BB B

     +− +               = + + +               − − ++ − +         

   (1-9ab) 

2
0 02 z z

qz E t v t z
m

= + +           (1-9c) 

式(1-9ab)は，次のように整理できる． 

22 2

0 0 0 0
1 1y yx x

y x

E EE E ρx t v x y t v y
B ω B B ω B ω

             − + + + + − − − − + =          
              

 (1-10) 

よって荷電粒子は，xy 平面と平行な半径 /ρ ωの円運動を基に，z 方向には 11C8   運動を

するような，螺旋運動をする．ただし，螺旋の中心座標に時間 t が入っているので，xy 平面に投

影した螺旋中心の位置は時間とともに ( 11C9  , 11CX  0, ) の方向にずれていく．また，問

2 で表記を簡単にするためにおいた ≡qB m ω/ は，実はこの螺旋運動の 11D1   である．質

量mと電荷 qは粒子の種類により固有の値をとるので，磁束密度Bが一様かつ一定であれば，

ωは電場 E や初期速度 0v に依らず一定となる． 

 

  

  C7  
  C6  
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---- 11C3   ～ 11D1   の選択肢 -------------------------------------------------------------------------- 

① cosωt  ② cosωt−  ③ cosi ωt  ④ cosi ωt−  ⑤ sinωt  ⑥ sinωt−  ⑦ sini ωt  ⑧ sini ωt−  
⑨ /xE B   ⑩ − /xE B   ⑪ /yE B   ⑫ − /yE B   ⑬等速度  ⑭等加速度  ⑮周期  ⑯振幅 

⑰振動数  ⑱角振動数   

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

 

(3) 螺旋中心がずれていく方向を確認して，ベクトル ×E Bを作図する． 

電場 E と磁束密度 B の外積は 0× = −E B ( , , )y xE B E B となるので，xy 平面に投影した螺旋

中心は 2/ B×E B の速度でその方向にずれていくことが分かる． 2/ B⊥ ×E B も同じ方向である．

これは，図 1-3 のように E と ⊥E と B の始点を合わせると，これら 3 つのベクトルが同じ平面上に

あり，かつ，E から B に回す方向と ⊥E から B に回す方向が同じだからである．また，

⊥ × = ×E B E B と求められるので，E と B でつくられる平行四辺形の面積と， ⊥E と B でつくられ

る長方形の面積は等しい． 
電場の単位は V m－1 （ボルト毎メートル = J m－1 s－1 A－1），磁束密度の単位は T （テスラ = 

J m－2 A－1）である．図 1-3 では，1 V m－1と 1 T が同じ長さになるように描いている．例えば，各成

分の値が 1> > >y xB E E という関係にある場合， ×E B はどのように表されるか．解答用紙裏面

の記述欄 1 に図 1-3 が印刷されているので，同じ図上に ×E Bを表すベクトル（矢印）を作図し

なさい．必要な補助線も点線で描くこと． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1-3 電場 E および磁束密度 B の向き  
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3. 荷電粒子の運動の速度と軌道，荷電粒子に作用する力を考える． 
式(1-8)より， x yv v 平面の原点に各時刻 t におけ

る ⊥v の始点を重ねたときの終点の軌跡は，図 1-4

のような円になり， ⊥v の向きと大きさが周期的に変

化することがわかる． 

粒子は図 1-5 のような 3 次元の螺旋軌道を描く．

螺旋中心の移動速度は(   C9  , 11CX  ,

0/z zqE t m v+ )であるため，軌道は ×E Bの方向に

は一定間隔でずれて，z方向には間隔が段々大きく

なる螺旋となる．なお，E と B が直交するような場合

（ 0zE = ）は，z 方向にも一定間隔の螺旋軌道とな

る． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1-5 任意の電磁場における荷電粒子の運動の軌跡（初期位置は一例） 

図 1-4 の速度円（ と円中心は一例） 
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図 1-6 に，この 3 次元の螺旋運動を xy 平面に投影したときの 1 周分を示す．ある時刻に，粒

子が 3 次元の螺旋軌道上のある点を速度v で通過する．それを xy 平面に投影すると，点 Q を

速度 ⊥v で通過することになる．図 1-6 では 1 V m－1と 1 m s－1が同じ長さになるように描かれてお

り，点 Q では ⊥E と ⊥v の矢印の長さは同じであるとする．このとき，粒子に作用する電気的な力

q ⊥E の向きは 11D2   であり，磁気的な力 ( ) ( )q q⊥ × = ×v B v B の向きは 11D3   である． 

---- 11D2   と   D3   の選択肢（下図の中の①～⑩．矢印は 4/π 間隔） ------------------------ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1-6 xy 平面に投影した螺旋運動の 1 周分（P1→P2→P3→P4→P5） 

 

粒子は，電気的な力により加速されるため， ⊥v が 11D4   の方向を向くときに最も加速され

る．ただし，回転運動なので，速度は加速度より位相が 2/π 遅れる．よって ⊥v は， ⊥v が 

11D5   の方向を向く（粒子が点 11D6   を通過する）ときに最大となり，その 11D7   周

期後に最小となる．これにより， 11D511 の方向に進んだ距離と同じ距離を逆の方向に戻るこ

とができず，中心がずれていく螺旋運動となる． 

粒子に作用する磁気的な力が螺旋運動の向心力である．xy 平面に投影した螺旋の曲率半

径を cR とすると， 2
c( )q mR ω⊥ × =v B が成り立つ．つまり， cR ω⊥ =v が導出される．よって，粒

子が点 11D611 を通過するときに，向心力の大きさも曲率半径 cR も 11D8   となる． 

なお，粒子の軌道形状は，基本は螺旋であるが，初期速度に依存して変化する． 
 

 

---- 11D4   ～ 11D8   の選択肢 -------------------------------------------------------------------------- 
①最大   ②最小   ③等速度   ④等加速度   ⑤ ⊥E    ⑥ ⊥−E    ⑦ B    ⑧ −B     

⑨ ×E B   ⑩ − ×E B   ⑪ P1   ⑫ P2   ⑬ P3   ⑭ P4   ⑮1 / 4   ⑯1 / 2   ⑰3 / 4   ⑱1      
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4. サイクロトロンにおける荷電粒子の運動とエネルギーを考える． 

冒頭で述べたように，ディー電極では磁場のみ，電極の間隙では電場のみである．よって，デ

ィー電極中の電場は dee 0 0 0( , , )=E ，磁束密度は dee 0 0( , , )B=B であり，電極間隙中の電場は

gap 0 0( , , )E=E ，磁束密度は gap 0 0 0( , , )=B である．荷電粒子をサイクロトロンの中心に入射す

ると，螺旋中心のずれが無い状態で，水平面上で渦巻き運動をする．サイクロトロンの電極間隙

の幅を d，最外周円半径を R とする．本問では簡単のために，図 1-7 のように，時刻 0 に荷電粒

子を速さ 0 で点 O に入射することを考える． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
図 1-7 サイクロトロンの模式図（電極間隙を誇張している） 

 

 

(1) 荷電粒子の運動と速さを考える． 

間隙では磁場が無いので，粒子は等加速度運動をする．間隙を n 回通過すると速度 nv

（ n nv=v ）になるとする．ディー電極の中では電場が無いので，速さ nv で電極に入ると半径

/nv ωの円運動を半周して，速さ nv のまま間隙に出る．これが繰り返されて，図 1-8 のように速さ

nv が大きくなり，それに伴って円運動の半径も大きくなる． 
 

(2) 間隙における電場を考える． 

サイクロトロンでは，ディー電極中における円運動と同じωの高周波電圧をかける．電位差に

より電場が生じるので，電場も同じωで変動する．ただし，間隙に出るときの粒子の速度と電場

の向きを合わせる必要がある．よって，ここでは振幅を aE として a cosE E ωt= と表すことができ

る． 
解答用紙裏面の記述欄 2 に図 1-8 が印刷されているので， nv のグラフに対応させて E のグ

ラフの概略を描きなさい． 
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図 1-8 サイクロトロンにおける荷電粒子の速さと間隙中の電場の時間変化 

（間隙通過に要する時間は考慮に入れていない） 

 

(3) 医療用の小型サイクロトロンを考え，具体的な数値で粒子が得るエネルギーを求める． 

小型のサイクロトロン（R = 1.0 m，d = 10 mm）を用いて，陽子 H+（m = 1.7×10－27 kg，q = 1.6
×10－19 C）を，B = 1.0 T， aE = 1.0×104 kV m－1の条件下で加速して射出する．このときの周波

数は 15 MHz となり，周期は 6.9×10－8 s となる． 

間隙の電位差は aE d なので，陽子は間隙を通過するたびに aqE d =  1.6× 11D9   J （0.1 

MeV）の電気エネルギーをもらい，これが運動エネルギーに変換されることで速さが増加する．

最外周の円運動の区間（偏向板の手前）における向心力は 2mRω = 1.5×10－11 N であり，最終

的に 11DX   = 7.5×11E1   J （47 MeV）のエネルギーを持って，速さ 9.4×104 km s－1で射

出される．このような陽子線を癌病巣にピンポイントで照射することが，癌治療のひとつとして行

われている． 

なお，速さが光速（3.0×105 km s－1）に近づいてくると，粒子にエネルギーをいくら与えても加

速できなくなる．これは，粒子の見かけの 11E2   が大きくなっているからである． 

 

---- 11D9   ～ 11E2   の選択肢 -------------------------------------------------------------------------- 

①質量   ②電荷   ③振動数   ④エネルギー ⑤仕事 

⑥
2

mRω   ⑦
2

2
mRω   ⑧

2 2

2
mR ω   ⑨mRω   ⑩ 2 2mR ω    

⑪10－11  ⑫10－12  ⑬10－13  ⑭10－14  ⑮10－15  ⑯10－16  ⑰10－17  ⑱10－18  ⑲10－19  



 
 
 
 
 
 

＜学生のみなさんへ＞ 

統一テストの大問１は工学的総合問題です。みなさんは、大学に入ってすぐに学科の専

門科目を学びたいのだと思いますが、専門科目を学ぶためには高校までに学ぶ内容に加え

て、さらに高度な数学・物理学・化学が必要です。大問１の工学的総合問題は、大学で学

ぶ理数系基礎科目の内容が工学の中でどのように使われるのかを、簡単な例を用いて段階

的に示しています。式が具体的に何を表わしているかを、是非意識するようにしましょう。 

 

＊統一テストの内容に関する意見を工学教育院の問合せメールアドレスにお寄せください。 

工学教育院 HP http://www.iee.eng.tohoku.ac.jp/ 

問合せメールアドレス eng-edu@grp.tohoku.ac.jp 
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