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※解答には複数の答え方があってよい．ここに挙げた例はその一つである．解答例とともに，読者
の学びのために解説などを記す．解説では，問題の背景や解答で用いた方法や考え方の補足説明と書
き方について必要な注意を述べる．その他関連した事柄も含まれる．問題のねらい，として教科書の
中でのその問題の位置づけを述べる．
※解答を作成する際に心がけるべきこと：解答として教科書の中で説明された基本事項については説
明を省くことが許される場合がある．その場合でも，計算の理由と具体的な計算について省かずに記
すこと．

※有効数字について：
有効数字について物理量の数値を答える問題では有効数字を考慮して解答すること．ただし本書で
は、問題文からは有効数字が明確でない場合には，有効数字 2桁で答えるようにしてください．また
題意から有効数字の桁数を予想できるものもあります．例えば気圧の高度による違いを知るために高
度が 0m と 100m の気圧はそれぞれ何ヘクトパスカルか，と問われれば４桁の数値が必要になりま
す．将来、精度を重視した計算をする場合は次の 5点に注意して対応する必要があります。

1. 例えば 300，−23456，0.0023，−40.000000 について，それぞれ有効数字の桁数（有効桁数）は
3桁，5桁，2桁，8桁である．指数表記の場合は，0.37× 105，−0.8300× 10−9，2.99792× 108 の有
効数字はそれぞれ 2桁，4桁，6桁である．有効数字の一番下の桁の数字はさらに 1桁下の数字を四
捨五入した値を意味し，一番下の位の数字はより精度の高い数値と比べれば ±1 変化しうる．また実
験的に得られた数値は複数回測定値の平均値や正規分布の中心値等を意味するため，一番下の位の数
字の変動幅は 1 より大きい場合がある．

補足）長さ 300m と記載したときの数値 300 は整数表記ではあるが小数点以下を略した
実数の意味である．通常は３桁の有効数字とみなすが，一の位と十の位の 0 は四捨五入
された場合もあるため有効数字１桁の場合や有効数字が２桁の場合が含まれる．そのた
め精確に有効数字 2桁で表記する際は指数表記 3.0× 102 とする．多くの書籍では精確な
表記が省略される場合がしばしば見られるが，精密な計算の場合は指数表記を使用する
と良い．

2. 一番上の位の数字が 1 の場合は注意が必要である．例えば気圧が 1013 hPa と記されていれば，
通常は有効数字４桁として扱うが，誤差は ∼ 1 hPaであるから相対誤差が ∼ 1/1013 である．有効
数字 3桁で書かれた低気圧 981 hPa の誤差も ∼ 1 hPa であるからその相対誤差は ∼ 1/981 であり，
1013 hPa の相対誤差とほぼ同じである．つまりある数値の一番上の位の数字が 1の場合は，相対誤差
を考慮して有効数字桁数を見かけの桁数より１つ下げて扱う必要がある．一番上の位の数字が 2以上
であれば通常通りの有効桁数でよい．市販されている電圧等のデジタル計測器の表示 digitsが 6桁で
あっても一番上の位の最大数が 1の場合，その測定器の有効桁数が 51/2桁と表記されることもある．

補足）例えば，4.3× 0.23＝ 0.989 の場合，4.3 も 0.23 も有効数字 2桁なので結果は 0.99
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となる．ところが，4.4× 0.23 = 1.012 の場合も有効数字 2桁の計算なので，1.0 と答え
たいところだが，それぞれの相対誤差を 1/44 と 1/23 として考えれば，数理統計学で学
ぶように上記２つの値の積の相対誤差は [(1/44)2 + (1/23)2]1/2 = 0.049 となり，誤差は
1.012× 0.049 = 0.050 となるから，誤差を含めた結果は 1.01± 0.05 である．これは 0.96

～1.06 と幅があるため答えは 1.0 で良いように見えるが誤差は 0.1の半分 の 0.05 であ
るから与えられた数値の精度を見捨てないために 1.01 を答えとする．これは変動の中心
値と考えればよい．誤差を含めた数値表記 4.40± 0.04，0.23± 0.01 が与えられている場
合，有効桁数を 1桁上げた計算の結果は 1.012± 0.045 となるが，実質の有効数字は 1.01

である．

　 3. 問題文に，答えの有効数字の指定があれば，解答は有効数字より１桁多い計算をしたうえで一
番下の桁の数字を四捨五入して決める．問題文に答えの有効数字の記載がない場合は、問題文中に与
えられた複数の数値のそれぞれの有効数字を確かめ，問題を解く際に使用する式に与えられた数値を
代入することで有効数字が何桁になるかが決まる．例えば数値を代入した式が 1.2 + 2 の場合，2の
有効桁数が 1桁であるため小数点以下が不明となり和は有効数字 1桁の 3となる．1.200 + 0.0025 の
場合の答えは 1.203，1.2+0.0025 の場合の答えは 1.2となる．1.200+0.25 の場合は 1.45 となる．つ
まり複数の小数の和や差の場合は最下位の桁がもっとも小数点に近い数値の有効数字に合わせること
になる．
　 4. 乗除算の場合，例として 1.200× 0.0025 は小さいほうの有効数字桁数で決まり 0.0030となる．
　 5. 一方で円周率πや整数の平方根や重力加速度等の既知の数値の場合は，問題で与えられた数値
の有効数字より 1桁多い有効桁数で式に代入して計算を行う．対数や指数等の様々な関数の使用や積
分や微分を行う場合，独立変数やパラメータの有効数字が結果の有効数字桁数となる．

第 1 章　運動の記述
1.2-1　

【解答例】
　例題 12-1 にならって，まず軌跡を求める．座標が時間の関数として与えられているので，時間 t

を消去することができれば軌跡が求まる．xと yの式から，x2 + y2 = R2を示すことができる．これ
は原点を中心とする半径Rの円である．また，zは常に 0であるから，軌跡は xy平面上にある．次
に，運動の始点と向きを求める．t = 0とすると質点の y座標と z座標は 0なので，x軸上にあり，t

が増えるに従い y > 0の方向に動くことがわかる．位置座標の三角関数に現れる角速度 ωを用いて，
運動の周期は 2π

ω
と表される．

　これらをまとめて，質点は xy 平面上で，原点を中心とする半径 R の円周上を，z > 0の側から見
て反時計回りに運動する．時刻 t = 0 には，x 軸上の点 (R, 0, 0) を通過し，時間 2π/ω で円周を一
周する．
【解説】
　問が「運動はどのようなものか」であるとき何を答えるべきか．1.2節で学んだ範囲で分かったよ
うに，運動を表現することは位置座標を時間の関数として表すことである．逆に位置座標が時間の関
数で与えられたときに，表現されている運動の特徴とは何か．以下に 1.2節までで取り上げた運動の
特徴をあげてみよう．

1. 　［全体像］軌跡の図形
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2. 　［動き］運動の向き

　ここまででは運動の速さについては扱われていない．この問題のように繰り返す運動ならば，周期を答える．
【問題のねらいなど】
　質点の運動の様子を記述する方法をここまでで学び，質点の座標を時間の関数として表現すること
を理解した．そこで，その逆に座標の記述から運動の特徴を把握できることを試している．
【補足】
　 1.2節まででは速度について学んでいないので，通常の運動の様子の記述で使う「等速円運動」の
ような言い方は求められていない．

1.3-1　　
【解答例】
　質点の位置が時間の関数として与えられるならば，速度はその関数の微分である．式 (1.5) によっ
て位置を表す x, y, z が時間 tの関数として与えられているので，x, y, z それぞれを tで微分すると，
おのおのが質点の速度ベクトルの x成分，x成分，x成分を与える．それぞれを vx, vy, vz と記すと，
微分を計算した結果得られる式をまとめて，vx = a，vy = 0，vz = b(c− 2t)，となる．
【解説】
　質点の位置が時間の関数として与えられているので，その微分の計算をすればよいことを，整理し
て記述する．この運動は図 1.5 のような放物運動であるから，vx は正の定数であり，vz は，t = c/2

を境にして符号を変えること（t < c/2 のとき vz > 0，t > c/2 のとき vz < c/2）が予想され，上で
得られた結果では確かにそうなっている．このように，運動の特徴を利用して，計算結果が妥当なも
のかどうかをチェックできることがある．
【問題のねらい】
　位置から速度を正しく求めること，そのことを説明できる力をつける．

1.3-2　
【解答例】
　質点の位置が時間の関数として与えられるならば，速度はその関数の微分である．位置を表す x, y

が時間 tの関数として与えられているので，x, y それぞれを tで微分すると，θ̇ = ω であるから，
vx = −aω sin θ, vy = aω cos θ と求まる．
運動の軌跡は図 1に示すように半径 aの円周である．各時刻 tでの質点の位置の偏角，ωt+π/4，は

それぞれ π/4, π/4 + π/4 = π/2, 3π/4, π, 5π/4である．速度 vと位置ベクトル r = (x, y)が v · r = 0

をみたすことが確かめられるので，速度ベクトルは動径方向と垂直，つまり円の接線方向を向く．
【解説】
　質点の位置が時間の関数として与えられているので，その微分の計算をすればよいことを，整理し
て記述する．
【問題のねらい】
　位置から速度を正しく求めること，その結果を図示して説明できる力をつける．

1.3-3　
【解答例】
　まず，円板に巻き付けられた糸がほぐれる場合を考える．点Pの動きに対する拘束条件によって点
Pの座標を表す式を求める．角度 θを媒介変数として用いる．点Pの座標 (xP, yP)を θの関数として
表し，θが時間の関数であるとする．したがって，位置座標を時間で微分して得られる速度は合成関
数の微分によって求められる．
　質点の座標 (xP, yP) は点 Qの位置ベクトルとベクトル −→

QPの和で与えられるので，A =
−→
QP と

すると，xP = a cos θ + Ax, yP = a sin θ + Ay である．線分 PQの長さが，半径 a，中心角 θ の円
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図 1: 円運動をする質点の軌跡と、指定された時刻の速度の方向．A～Eは問題で指定された時刻の
質点の位置を意味する．矢印は各位置における速度ベクトルの方向を示す。

弧の長さ aθ に等しいこと，また，ベクトル −→
QPの x軸を基準にした偏角は θ − π

2
であることから，

A = (aθ sin θ,−aθ cos θ) である．これらより，
x = a(cos θ + θ sin θ), y = a(sin θ − θ cos θ)

である．これより，vx, vy の計算はそれぞれ，
vx = ẋ = a(−θ̇ sin θ + θ̇ sin θ + θθ̇ cos θ) = aθθ̇ cos θ,

vy = ẏ = a(θ̇ cos θ − θ̇ cos θ + θθ̇ sin θ) = aθθ̇ sin θ

のようにできる．題意は，内積 v · Aがゼロであることを示すことであるので，上記の (xP, yP)と
(vx, vy)の表式を用いて計算してみると，

vxAx + vyAy = 0

が確かめられ，v と A は互いに垂直である．すなわち，v は QP に垂直である．

つぎに，任意の形状の物体に巻き付けられた糸がほぐれる場合を考える．糸の先端を P，ほぐれた
部分の糸QPの長さを s とし，糸と物体の表面が接する点Qの座標を (x(s), y(s)) とする．QPが x

軸となす角を θ（θ は s の関数として表すことができる）とすると，−→
QP = (s cos θ, s sin θ) だから，

Pの座標 (xP, yP) は次のように表される．
xP = x+ s cos θ, yP = y + s sin θ.

したがって，点 Pの速度 v の成分は
vx = ẋP =

dxP
ds

ṡ =

(
dx

ds
+ cos θ − s

dθ

ds
sin θ

)
ṡ,

vy = ẏP =
dyP
ds

ṡ =

(
dy

ds
+ sin θ + s

dθ

ds
cos θ

)
ṡ

のように計算できる．
ここで，dx/ds と dy/ds を θ を用いて表すために，ほぐれた糸QPは点Qにおける物体の表面の

接線方向を向いているという条件を利用する．そのために，糸がさらに少しだけほぐれて，ほぐれた
糸の長さが s+ds になった状況を考える．このときの物体と糸との接点を Q′ とすると，ds → 0 の極
限で線分 Q′Q と QP は平行になる．したがって，Q′ の座標を (x+ dx, y+ dy) とすると，Q′Q = ds

だから，次の関係が成り立つ（教科書の図 1.1(b) に挿入した三角形参照）．
−dx

ds
= cos θ,

−dy

ds
= sin θ.

この関係を，上で導いた vx，vy の式に代入して，次式を得る．
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v = (− sin θ, cos θ)sṡ
dθ

ds
.

いま，−→
QP = (s cos θ, s sin θ) であるから，−→

QP · v = 0 となることが確かめられる．すなわち v は QP

に垂直である．
【解説】
　拘束条件が与えられていること，点 Pの座標は時間の関数としては与えらていないこと，がポイ
ントである．拘束条件を利用するときには，条件を式で表すとよい．質点の位置座標が時間の関数と
して分かっていなくても，媒介変数を用いればその時間依存性を仮定することにより速度を求めるこ
とができ，条件式を使うことができる．それにより題意にいう速度が満たす関係式を証明することが
できる．今の場合はベクトル −→

QPの大きさと向きが図より読み取れるので，それを利用するとよい．
このとき，点 Qを通り，それぞれ x軸と y軸に平行な 2本の補助線が役に立つ．ちなみに，ここに
現れた点 Pの描く図形はインボリュート曲線（伸開線）とよばれていて，工学において有用である．
他にも拘束条件の下での運動を考える問題を解いてみるとよい．
【問題のねらい】
　拘束条件が与えられたときの 2次元あるいは 3次元空間の運動を時間やその代わりの媒介変数に
よって式で表す力をつける．それによって速度を求めることもできるし，運動の特徴を表す関係式を
導くこともできることを理解する．
【補足】
　ある曲線上を運動する質点の速度について，その向きは曲線上で質点の位置における接線の向き
である．この問題は，問題文で定義された曲線の接線についての幾何学上の性質を尋ねているもので
ある．

1.5-1

【解答例】
　直線上を等速で運動する質点を原点にいる観測者からみた場合，質点までの距離 r とその方位角
φ が時間と伴にどう変化するのかを問う問題である．単純な運動なので，直交座標 (x, y) と平面極座
標 (r, φ) の基本的関係式

x = r cosφ, y = r sinφ

もとにして ṙ と φ̇ を計算することができる．
質点が y 軸を横切る時刻を t0 とすると x と y の時間 t 依存性は次のように表される．

x = −V (t− t0), y = a.

これらの式を上の関係式に代入すると
r cosφ = −V (t− t0), r sinφ = a (1)

となる．ṙ と φ̇ を求めるために，これらの式の両辺を時間で微分すると次式が得られる．
ṙ cosφ− rφ̇ sinφ = −V, ṙ sinφ+ rφ̇ cosφ = 0.

この 2つの式を連立させて ṙ と φ̇ について解いて，次の結果を得る．
ṙ = −V cosφ, φ̇ =

V sinφ

r
=

V

a
sin2 φ.

ただし，最後の式変形では，r を用いずに φ だけを用いて結果を表すために式 (1) の第 2式を使った．

【別解】
　直線上を等速で運動する質点について，その速度の直交座標系 (x, y)での成分 vx, vyは x, yには依
存しない定数として容易に書き下せる．すると式 (1.39)により速度の極座標成分 vr, vφはそれら定
数と平面極座標の φで表される．一方で，それら vr, vφは式 (1.42)によって極座標 r, φ と極座標の
微分 ṙ, φ̇で表すことができる．これらを ṙ, φ̇に対する方程式として解けば答が得られるが，注意する
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ことは φの関数として表わさなければならないことで，rを消去するために軌跡を条件として用いる
必要がある．
まず，速度の直交座標成分は，

vx = −V, vy = 0

である．これらを式 (1.39) に代入すると
vr = −V cosφ, vφ = V sinφ. (2)

さらに，式 (1.42) は
ṙ = vr, φ̇ =

vφ
r

と書ける．ここに式 (2)を代入する．ただし，最後の式に含まれる r を φ を用いて表すために，粒
子の y 座標がつねに a であることを利用する．つまり，

y = r sinφ = a ⇒ r =
a

sinφ
.

こうして次の結果を得る．
　　ṙ = −V cosφ, φ̇ =

V

a
sin2 φ.

【解説】
　等速直線運動を表すには，直交座標系 (x, y)が便利である．しかし，もし平面極座標系での記述が
必要な場合には，本文で述べた変換規則が役に立つ．ここでは，速度の極座標成分 vr, vφは式 (1.37)

で定義され，それらは式 (1.39)によって vx，vy で表される．
　例えば，極座標系で座標の時間変化率は直交座標系 (x, y)の場合と異なり，一定ではなく極値をと
ることがわかる．実際，φ = π/2 のとき（粒子が y 軸を通過するとき）に，|ṙ| が最小（ṙ = 0）に
なり，φ̇ が最大（φ̇ = V/a）になる．
【問題のねらい】
　座標，速度などについて，異なる座標系での記述の間の変換規則を応用することができるようにす
る．
　

第 2 章　運動方程式
2.2-1　

【解答例】
　質点の位置座標が時間の関数として与えられているので，時間微分によって速度を時間の関数とし
て計算でき，さらに速度の時間微分によって加速度の式が求められ，これによって，与えられた質量
を用いて力を求めることができる．この計算を行うと，速度は 0 < t < t1と t1 < tの時間帯でそれ
ぞれ ẋ = at，ẋ = b(t − t1) である．また，加速度はそれぞれ ẍ = a，ẍ = bである．加速度と質量
の積により，質点に働いている力はそれぞれ，ma，mbと求まる．数値を代入して 0 < t < 1 sでは
5× 10−2N，1 s < tでは 1.0× 10−1N である．
　位置座標 x(t)，速度 v(t)，力 F (t)のグラフは図 2のように描ける．
　この運動で速度が時刻 t = t1で不連続であることは不自然である．このように観測されているなら
ば，理由として直前まで動いていた質点の速度を 0にさせてしまう力が作用したこと，短時間なので
位置はほとんど変わらなかったこと，が考えられる．非常に短い時間だけ作用した大きな力があり，
その力積は x軸の向きに−mat1 と推定される．設問の数値の場合には，その大きさは 5× 10−2Ns

である．
【解説】
　本節 (第 2章 2.2節）で学ぶことの基本の一つが，時間の関数として与えられた運動する質点の位
置から力を求めることである．これを知識として，そのまま使って問題の要求に答える能力は基本で
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O

x

t

Fv

t1 s

0.5 m

O tO1 s 1 s

1 m/s

0.1 N

0.05 N

図 2: 問題 2.2-1の質点の位置座標，速度，働く力

ある．求まった時間の関数をグラフにすることも同様に必須事項といえる．
　ところで，与えられた位置座標の時間変化のデータあるいは数式に意外なことや不自然なことが含
まれていないとも限らない．データなどの誤りを疑う場合もあろう．この問いでは不連続という不自
然さを例にしてそれを示している．

2.2-2　
【解答例】
(1) 図 3 に示すように，斜面から受ける垂直抗力の大きさをRとする．題意から，質点の鉛直方向の
運動は起こらないから，垂直抗力を水平方向成分と鉛直方向成分とに分けたうちの鉛直上向き成分は
重力とつり合い，mg = R sin θが成り立つ．水平方向成分 F = R cos θは題意から，円運動を起こし
ている向心力である

h

a

θ θ

θ

mg

R

F

図 3: 問題 2.2-2の運動のようすと，質点に働く力

(2) 向心力の大きさ F と円運動の角速度 ωの間に F = mω2aが成り立つ．前の小問で求めた関係よ
り F = mg/ tan θ が得られるので，ω =

√
g/a tan θと求まる．

(3) 与えられた aと hの関係を用いて，ω =
√
g/h tan2 θと書ける．この式から，回転運動の面が徐々

に下がって hが減少すると，回転の角速度は hの平方根に反比例して増大することが分かる．
　問いの趣旨は，向心力を用いて考えることにあるので，小問 (1)で示した向心力 F の式に注目す
る．Rは重力と面の傾き角 θのみで定まり，半径 aには依らない．したがって F も同様であり．高さ
が減って半径が減っても向心力は変わらないといえる．つまり，小問 (2)の F の表式から ωと aの
1/2乗の積が一定である．
　まとめると，回転する水平面の高さ hが減少して回転の半径が減ったとき，向心力が共通であるの
で回転の角速度は円運動の半径の 1/2乗に反比例する．
【解説】
　等速円運動をする質点に働く力について，本節ではニュートンの運動法則から導かれることを示し，
第 2法則の例として理解されるように書かれているが，結果は円の半径と回転の角速度を用いた公式
のように得られている．これが与えられたので，応用することによって公式としての親しみを増すこ
とも期待されている．なぜ力が（言い換えれば加速度が）角速度の 2乗に比例するかを思いながら公
式として記憶することができれば役に立つであろう．この節で学んだことに沿っていえば，それは加
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速度が時間での 2階微分によって求められるから，である．
　もう一つ，この問題設定の目的は等速円運動の加速度（つまり質点に働く力）の向きについて，慣
れることも想定している．力が軌跡の存在する平面の中にあって円の中心を向いていることを単なる
知識ではなく，斜面で質点に働く力のつり合いや合成を考えるときに，思い出して役に立てることが
大事である．

2.3-1　
【解答例】
　ニュートンの運動方程式に基づいて，地表付近の重力により物体が一定加速度の運動をするとその
軌跡は放物線になることを学んだ．題意は，その軌跡を一般に式 (2.30)として求めたうえで，初期条
件に合わせて定数を選んで軌跡の方程式を求め，図 2.12に定義された飛距離を計算することである．
図 2.12 のように x 軸と y 軸を設定すると，選手の軌跡は，例題 2.3-1 の場合と同じ式で与えられ

る．すなわち，

y = − g

2(v0 cos θ)2

(
x− v20 sin θ cos θ

g

)2

+
(v0 sin θ)

2

2g

この右辺をまとめなおすと，曲線が原点 (0, 0)を通ることを顕に示す方程式，
y = − gx

2(v0 cos θ)2

(
x− 2v20 sin θ cos θ

g

)
. (3)

が得られる．一方，斜面の方程式は
y = −x tanα (4)

で与えられるから，斜面と軌跡との交点の x 座標は，
　　　　− gx

2(v0 cos θ)2

(
x− 2v20 sin θ cos θ

g

)
= −x tanα

を満たす．選手が着地する地点の x 座標は，この方程式の x ̸= 0 の解である．すなわち，
　　　　 x− 2v20 sin θ cos θ

g
=

2(v0 cos θ)
2

g
tanα ⇒ x =

2v20 sin(θ + α) cos θ

g cosα

と計算できる．また，飛距離 l と着地点の x 座標は，x = l cosα という関係にあるので，
l =

x

cosα
=

2v20 sin(θ + α) cos θ

g cos2 α

となる．この式で θ に依存する部分は
2 cos θ sin(θ + α) = 2 cos θ(sin θ cosα+ cos θ sinα) = sin 2θ cosα+ (cos 2θ + 1) sinα

= sin(2θ + α) + sinα

と書き換えることができるので，2θ + α = π/2 のとき，すなわち
θ =

π

4
− α

2
のときに l が最大になることが分かる．
【解説】
　投射体の水平到達距離を求める計算はよく知られていて，この教科書でも例題 2.3-1で取り上げた．
その類題として投射点から水平方向の距離ではなく，着地面が傾いているという一段階応用の程度を
上げた問題である．軌跡との交点を求める手続きは同じであり，解くべき方程式が少し変わる．結果
の表式で α = 0と置いてみると，お手本にした問題の答に帰着することがわかり，どのように複雑化
されたのかを考察することもできる．
【問題のねらい】
　例題 2.3-1 は高校生の時に解いて答を知っているから少し違う問題で力を試してみたいという人に
はこの問題は役に立つ．このように，解き方を知っている問題と細部で少し違うような問題を解くこ
とは，知っている解答を再現しながら新しい部分を付け加えて解答を作ることの練習になる．一般
に，込み入った題意の問題を解く場合に，簡単化した設定の問題を先に一度解いておくことは有効で
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ある．計算などの負担を軽くし，見通しをよくして，間違いの可能性を減らしたうえで解答を作り，
それに追加する形で本来の問題の解答を作っていくと，楽に解けるものである．
【教訓】
　問題のページの脚注最後の問に答えることは簡単ではない．しかし，答えようとしてそれぞれに考
えることがあれば，それは今後の役に立つ．一つの例を書いておく．
例題 2.3-1では，軌跡の方程式を使って投げ上げ角度 αが 45◦の時に最大飛距離が出ることが示せ

た．これをもっと簡単に説明してみる．飛距離は水平速度と滞空時間の積である．したがって速度の
水平方向成分が v cos θ，また滞空時間が初速度の鉛直成分で 2v sin θ/gと表せることにより，飛距離
は cos θ sin θに比例することがいえる．この量が最大になる条件は θ = π/4である．本問でも同じよ
うに考えられないだろうか．しかし残念ながら，落下点の高さが飛距離とともに下がっていくので，
滞空時間の計算が簡単ではない．上記の，軌跡の方程式から求める方法が能率の点から見て最適であ
るようだ．

2.4-1

【解答例】
　例題 2.4-1 では，バネ定数と物体の質量が与えられているとして運動を予測した．題意は，経験的
にバネ定数を知って例題のような運動について物体がバネから離れるときの速さを数値で求めること
である．
バネ定数は重力とバネの力のつり合い条件を使って求められる．物体の質量を m，バネのバネ定

数を k としておき，バネにおもりを吊したときのバネの伸びを l とすると，k = mg/l が成り立つ．
例題 2.4-1のようにバネを水平に置いて物体を接触させ，最初に手でバネを a だけ縮めたあとで静

かに手を放すとき，バネが物体を押し出し，物体がバネから離れた後の速さ v は例題に説明したよ
うな計算により，v = a

√
k

m
と求まる．この kに，上記で得られた表式を代入すると，速さは

v = a

√
g

l

で与えられる．この式に，a = 3.0 cm，g = 980 cm/s2，l = 2.0 cmを代入して計算すると，v = 66 cm/s

を得る．
【解説】
　例題 2.4-1 は，バネと物体が固定されていない投げ出し運動の設定なので，単に運動方程式を解く
だけではなく力と加速の法則を用いて考えることを要求している．例題について示された解に従って
いけばよいが，なぜ自然長の位置で物体がバネから離れるかについては，以下のように考えるとよい．
バネと物体の間に働く力を考えてみよう．バネが自然長よりも短い状態では，先端が止まっていよ

うが動いていようが，自然長に戻る方向に力を及ぼす．この力によって物体はバネに押されてさらに
加速される．つまり，バネが自然長より短いときには，バネと物体は押し合っていて離れることがな
い．自然長を超すとバネは縮もうとするのに対して，物体は押されなければ力が働かない限り一定の
速度で進もうとするので，バネと物体は離れる．
【問題のねらい】
　バネを使って何らかの行動をとる場合，例えば物体を接触させて押し縮め，反発力で放出すると
き，バネ定数が与えられているとは限らない．どうすれば求まるか．この問題はその答えを示唆して
いる．複数の違った知識を組み合わせて問題を解決する力をつけること．

2.6-1

【解答例】
　例題 2.6-1 では運動方程式を使わずに運動の特徴を式で表すことが課題であった．本問の題意はそ
の結果を利用して，糸の張力を運動方程式によって求めることにある．
張力を T とおき，運動方程式をたて，例題の結果を代入できるようにする．質点に対する拘束条
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件から，質点に作用する力の x 成分は Fx = −T cos θ で与えられるので，運動方程式の x成分は，
−T cos θ = mẍ ⇒ T = − mẍ

cos θ
(5)

となる．ẍを求めるために例題 2.6-1 の途中の式を利用すると，ẋ = −lθ̇ sin θ であり，lθ̇ = v0 であ
るから，

ẋ = −v0 sin θ ⇒ ẍ = −v0θ̇ cos θ

を得る．これを式 (5)に代入すると
　　　　 T = mv0θ̇

となる．ここで，再度 lθ̇ = v0 を用いて，
　　　　 T =

mv20
l

が得られる．この式の l に式 (2.53) を代入すると式 (2.54) になる．
【解説】
　運動が与えられると運動方程式から力が求まることを実行してみる問題である．
【問題のねらい】
　例題でとりあげられた運動について，教科書の記述としては完結していない．学習者が，運動方程
式を使って力を求めることにより補完することになる．その双方を併せて，拘束条件のもとでの運動
についてその記述の方法と運動方程式が意味することを学ぶ．拘束条件の用い方に慣れることも本問
のねらいである．

第 3 章　仕事とエネルギー
3.3-1　

【解答例】
　ポテンシャル U が与えられたときに，そのポテンシャルによる力 F を求める問題であり，偏微分
∂U/∂x 等を計算すればよい．いま，ポテンシャルは r =

√
x2 + y2 + z2 の関数として与えられてい

るので，例えば x による偏微分は（合成関数の微分の規則を使って）次のように計算できる．
∂U

∂x
=

dU

dr

∂r

∂x
ここで，U = −GMm/r より，

dU

dr
=

GMm

r2

である．また，r =
√

x2 + y2 + z2 より
∂r

∂x
=

∂

∂x

(
x2 + y2 + z2

)1/2
=

1

2
2x
(
x2 + y2 + z2

)−1/2
=

x

r
である．したがって，

∂U

∂x
=

GMm

r3
x

を得る．y や z による偏微分も同様で，上の結果において x を y や z で置き換えたものが得られる．
したがって，式 (3.21) より，

Fx = −GMm

r3
x, Fy = −GMm

r3
y, Fz = −GMm

r3
z.

これをベクトル表記すると次のようになる．
F = −GMm

r3
(xex + yey + zez) = −GMm

r3
r.

これは式 (3.30) に一致する．
【問題のねらい】
　力とポテンシャルの関係について間違いなく理解できることおよび偏微分の計算に慣れることをね
らっている．
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3.4-1

【解答例】
　最初の位置が高さ h であると分かっているとき，重力のポテンシャルエネルギーは mghである．
これと，最後の位置が未知数であるときのバネと重力のポテンシャルエネルギーとを使って，エネル
ギー保存則を方程式として解く．
バネの最大の縮みを l とする．落下し始めるときと，バネが最も縮むときには質点の速度はゼロな

ので，エネルギー保存則より，
mgh =

1

2
kl2 −mgl

が成り立つ．これを l について解くと，

l =
mg

k
±
√(mg

k

)2
+

2mgh

k
となる．l > 0 でなければならないので，複号のうち + を採用する．よって，

l =
mg

k

(
1 +

√
1 +

2kh

mg

)
.

【解説】
　最も身近にあって重力とともにポピュラーな保存力がバネの力である．本問はこの両方が絡む問題
である．質点の運動を，運動方程式ではじめから終わりまで追いかけるとしたら，途中で力が交代す
るので手続は面倒である．この解答例のように，ポテンシャルエネルギーの形にして方程式を立てる
と方程式も簡単になり，容易に解けることがわかる．力のポテンシャルが位置エネルギーの役割を果
たしており，高校時代からこの考え方に慣れている人にはなじみの問題であろう．
【問題のねらい】
　力学的エネルギー保存則を用いると容易に解ける問題があることを知り，解く際の基本的な考え方
に慣れること．保存則の利用は，物理学において極めて有用で重要性も高い．

3.4-2

【解答例】
(1) x > 0の領域では重力によるポテンシャルエネルギーだけが存在するので U(x) = mgx sinα．x ≤ 0

の領域では，これにバネによるポテンシャルエネルギーが加わるので U(x) = mgx sinα+ 1
2kx

2．U(x)

のグラフは図 4 のようになる．

図 4: ポテンシャル U(x) のグラフ．x > 0 の領域では直線，x < 0 では放物線である．

(2) 初期状態では x = −a，ẋ = 0 なので，エネルギーは
E = U(−a) =

1

2
ka2 −mga sinα. (6)

エネルギー保存則
E =

1

2
mẋ2 + U(x)

より，（ẋ2 ≥ 0 なので）運動は E ≥ U(x) の範囲で起きる．ポテンシャル U(x) のグラフから分かる
ように，E ≤ 0 ならば運動の範囲は x ≤ 0 の領域にとどまるので，質点はバネから離れることなく
運動を続ける．一方，E > 0 ならば，x > 0 の領域にまで質点は到達するので，バネから離れること
がある．式 (6) より，E = 0 となるのは a の値が
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1

2
ka2 −mga sinα = 0 ⇒ a =

2mg

k
sinα

となるときである．よって，a0 = (2mg/k) sinα．
(3) a0 を使うと，mg sinα = ka0/2 と表されるので，式 (6) は E = ka(a− a0)/2 と書き換えられる．
a > a0 の場合に質点が達する最高点の座標を b とすると，最高点では ẋ = 0 だから，エネルギー保
存則より

1

2
ka(a− a0) = U(b)

が成り立つ．いま，b > 0 だから U(b) = mgb sinα = ka0b/2．したがって
b = a

(
a

a0
− 1

)
.

3.4-3　
【解答例】
　物体は地球の中心を通る直線上を運動するので，その運動エネルギーは 1

2
mṙ2 と表される．従っ

て，エネルギー保存則より，1

2
mv20 +U(R) =

1

2
mṙ2 +U(r) が成り立つ．この式に U(r) の表式を代

入して整理すると，次が得られる：
ṙ2 = v20 − 2gR

(
1− R

r

)
. (7)

(1) 式 (7) の右辺は r の単調減少関数であり，r → ∞ のとき v20 − 2gR に収束する．したがって
v20 > 2gR であれば常に ṙ2 > 0 が成り立ち，ṙ > 0 は時間とともに減少するけれどもゼロになること
はなく，物体は無限遠まで飛び去る．よって，

vc =
√

2gR =
√
2× (9.8m/s2)× (6.4× 106m/s) = 11.2 km/s．

(2) 物体が到達する最高点 r = R+ h において ṙ = 0 だから，式 (7) より，
v20 =

2gRh

R+ h
⇒ h =

Rv20
2gR− v20

. (8)

(3) 式 (8) を使って式 (7) 右辺の v0 を h で表して整理すると，
dr

dt
=

√
2gR2(R+ h− r)

(R+ h)r
⇒

√
2gR2

R+ h
=

√
r

R+ h− r

dr

dt

となる．この式の両辺を t = 0 から t = T まで積分すると，√
2gR2

R+ h
T =

∫ R+h

R

√
r

R+ h− r
dr. (9)

　以上でこの問題に対する解答は完結するが，参考までにこの積分を実行して式 (3.43) を導く過程
も説明しよう．この積分を実行するために y =

√
(R+ h− r)/r と置換すると，

dy

dr
= −R+ h

2r2

√
r

R+ h− x
, r =

R+ h

1 + y2

となる．したがって，式 (9) の右辺は∫ R+h

R

√
r

R+ h− r
dr = 2(R+ h)

∫ √
h/R

0

dy

(1 + y2)2

と書き換えられる．さらに，この式の右辺の積分は，部分積分を利用して，∫
dy

(1 + y2)2
=

∫ [
1

1 + y2
− y2

(1 + y2)2

]
dy = arctan y −

{
−y · 1

2(1 + y2)
+

∫
dy

2(1 + y2)

}
=

y

2(1 + y2)
+

1

2
arctan y

と実行できる．よって，式 (9) の右辺は
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∫ R+h

R

√
r

R+ h− r
dr = 2(R+ h)

[ √
Rh

2(R+ h)
+

1

2
arctan

√
h

R

]
となる．したがって，式 (9) より次の結果を得る．

T =

√
R+ h

2g

[√
h

R
+

(
1 +

h

R

)
arctan

√
h

R

]
. (10)

(4) 式 (8) の第一式と式 (10) に g = 9.80m/s2，R = 6.4 × 103 km と h = 4.0 × 102 km を代入す
ると，v0 = 2.7 km/s と T = 301 s = 5.0min が得られる．また，h = 3.6 × 104 km の場合には，
v0 = 10.3 km/s，T = 1.491× 104 s = 4.1 h が得られる．

3.5-1　
【解答例】
　本文の図 3.12 に示されているように，問題にしている球形の物体を薄い球殻の集まりとみなす．物
体による重力ポテンシャルは，それぞれの球殻による重力のポテンシャルの表式を求めてその和をと
ればよい．
いま注目する球殻を，半径 a の球面と半径 a + da の球面に挟まれた領域とする．この体積は

4πa2da であり，その質量を Mshell(a, da) と記すとMshell(a, da) = 4πa2ρ(a)da である．球殻の外
部の点にある質点に対するこの球殻の質量による重力のポテンシャルは，球殻上で質量が一様に分
布していることから，球殻の質量が中心に集中しているとした場合の重力のポテンシャルで与えら
れる．このことは文中の式 (3.46) の導出と同様にして示すことができる．球の中心と質量 m の
質点の距離を r とし，このポテンシャルを Ushell(r; a, da) と記し，式 (3.46)の表式を利用すると，
Ushell(r; a, da) = −GMshell(a, da)m/r で表される．
求める球状の物体によるポテンシャル U(r)は，質点の位置がどの球殻についてもその外側にある

ことから，単にすべての球殻についてポテンシャルの和によって以下のように求められる．
　　　　 U(r) = (Ushell(r; a, da)の総和) = −

∫ R

0

G×
(
4πa2ρ(a)da

)
m

r

この aについての積分を実行して，M =
∫ R
0 ρ(a)× 4πa2da より，U(r) = −GMm

r
であることが示

された．
【解説】
　本文の 3.5節では，式 (3.44)が成り立つ条件として質量が一様に分布していることを用いたが，実
は，r ≥ R の表式は質量分布が球対称でありさえすれば成り立つ．本問には，このことに注意を向け
る意味がある．ただし，式 (3.44)において，r < R の表式は質量分布が一様な場合にだけ成り立つの
だ，ということも注意しておく．
また，保存力が与えられるとそのポテンシャルが定義され，その表式を求めることができるが，力

の起源が複数の場合それらの和をとることは，一般にはベクトルである力そのものの和としては困難
である．そのような場合でもポテンシャルはスカラー量であるために和を容易に求められる．この問
題ではそのことが実感できるであろう．

3.5-2　
【解答例】
　重力加速度は，重力による質点の運動の加速度であり，力が質点の質量と加速度の積であることか
ら重力の大きさから求めることができる．地上における重力の大きさ F は，地球の質量をM，質点
の質量をm，重力定数をG，地球の中心から地表までの距離をRとすると，F = GMm/R2 である．
よって重力加速度は g = GM/R2となる．与えられた数値を代入して計算すると，g = 9.82m/s2．

3.5-3　
【解答例】
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　トンネル中を運動する質量mの質点に作用する地球の重力は式 (3.45)に与えられる．これにより
運動方程式を立て，それを解いて運動を求める．
地球の中心を原点とし，トンネルに沿って中心から入り口に向かって x軸をとる．地球の半径をR

とする．質点の位置を xとすると，質点と地球の中心の距離は r = |x| である．質点に作用する x方
向の力 F は，式 (3.45)の r < Rの場合を適用して，

F = −GMm

R3
x

と表される．ここで力の向きは質点の位置から原点に向かうことから，F の符号は xの符号と逆にな
ることに注意する．これより，運動方程式は

mẍ = −GMm

R3
x,　　⇒　　ẍ = −ω2x

ただし，ω を ω =
√
GM/R3 で定義した．この方程式に従う運動は単振動であり，入り口から出口

までを振幅の小さい単振子のように往復運動する．その周期は T = 2π/ω である．
計算のため数値をとりやすい重力加速度 g を g = GM/R2 を用いて周期の式の中に代入すると

T = 2π
√
R/g が得られる．R = 6.37 × 106m，g = 9.8m/s2を代入して，求める所要時間は周期の

半分であることから，約 42分．

3.5-4　
【解答例】
(1) 等速円運動をする人工衛星の質量をm，円運動の半径を r，速さを v0 とすると，この加速度は
v0

2/rである．これの地球の中心からの距離が rであることから，本節で示されたことにより重力の
大きさはGMm/r2である．よって，運動方程式は

GMm

r2
=

mv0
2

r
となる．また，r = R+ hが与えられているので，これより

v0 =

√
GM

R+ h
が得られる．　
(2) 円運動の速さが v0で半径が rのとき周期は一周に要する時間として求まり，T = 2πr/v0 である．
r = R+ hと前の小問の式から，

T =
2π(R+ h)3/2√

GM
である．問題 3.5-2で与えられたR,M,Gの数値とここで与えられた hを用いて 92minと求まる．　
(3) 静止衛星の高度を H，地球の自転周期を T，地球の半径を R とすると，前の小問の式の高度 h

にH を用いて， R+H = (T
√
GM/2π)2/3 である．したがって

H = (GM)1/3
(

T

2π

)2/3

−R

となる．与えられた T と問題 3.5-2のR,M,Gの値を用いてH = 3.6× 104 kmと求まる．これは，国
際宇宙ステーションの高度の約 100倍である．　

3.6-1　
【解答例】
　ひもの回転角を φ とすると，おもりの速さは lφ̇ であるから，エネルギー E は

E =
1

2
m(lφ̇)2 +mgl(1− cosφ)

と表される．初期条件（φ = 0 のとき lφ̇ = v0）より E = 1
2mv20 である．したがって，エネルギー

保存則より
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φ̇2 =
g

l

(
v20
gl

+ 2 cosφ− 2

)
. (11)

また，ひもの張力を T とすると，半径方向の運動方程式は
mlφ̇2 = T −mg cosφ

と表される．これら二つの式から φ̇ を消去して，
T = mg

(
v20
gl

+ 3 cosφ− 2

)
. (12)

が得られる．
いま，式 (11) の左辺は負になることはないので，この式より φ の範囲は

v20
gl

≥ 2(1− cosφ) (13)

に限られることが分かる．また，ひもがたるまないためには T ≥ 0 でなければならないので，式 (12)

より，ひもがたるまない条件として
v20
gl

≥ 2− 3 cosφ (14)

が得られる．条件 (13) は図 5の曲線 aの上側の領域に対応し，条件 (14) は曲線 b の上側の領域に対
応する．この図から分かるように，v20/gl ≤ 2 の場合には条件 (13) を満たす φ の領域（図 の水平線
i）において，条件 (14)は満たされる．この場合には，ひもはたるむことなく，−φmax ≤ φ ≤ φmax の
範囲で振動を行う．ただし，φmax は式 (13) の等号を満たし，0 < φ ≤ π/2 の範囲にある φ の値であ
る．また，v20/gl > 5 の場合には全ての φ の領域で条件 (13) と (14) が満たされる（図 の水平線 iii）．
この場合には，ひもはたるむことなく，おもりは回転運動（φ̇ > 0）を行う．そして，2 < v20/gl < 5

の場合には，条件 (13) を満たす φ の領域の一部分（図 の水平線 ii）だけで，条件 (14) が満たされ
る．つまり，条件 (14) の等号を満たす角度 φ に達したときに T = 0 となって，その後はひもがた
るむ．よって，ひもがたるむための v0 の条件は√

2gl < v0 <
√
5gl

であり，ひもがたるむときの回転角 φ0 は
v20
gl

= 2− 3 cosφ0 ⇒ cosφ0 =
2

3
− v20

3gl

で与えられる．

図 5: 曲線 a と b はそれぞれ，不等式 (13) と (14) の右辺の関数のグラフである．

第 4 章　抵抗と摩擦
4.1-1

【解答例】
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　ニュートンの運動方程式を用いて，特に力が速度に比例していて速度が鈍ったり，加速が抑えられ
る場合の運動の特徴を予想することを学んだ．具体的に，粘性抵抗の働くときに空中に投げ出された
質点の位置座標を，水平方向 x，鉛直方向 yに分けて時間の関数として式 (4.12) を求め，軌跡を表す
方程式，式 (4.13) を求めた．これらを用いる．
式 (4.12) に与えられる yについて dy/dt = 0 を満たす時刻 t に y の値が最大になる．この条件を

方程式として tについて解くと，この時刻は
t =

1

α
ln

(
1 +

αv0
g

sin θ

)
で与えられる．ただし，ここでは，式 (4.6) で定義される α = γ/m を用いて式を表すことにする．
この t を式 (4.12) に代入すると y の最大値 ymax が次のように得られる．

ymax =
v0
α

sin θ − g

α2
ln

(
1 +

αv0
g

sin θ

)
.

【解説】
　最高到達点は，質点の y座標の最大値である．教科書の説明の中に，y座標の表式が与えられてい
るので，時間 tの関数としての最大値を求めればよい．軌道の方程式 (4.13)も与えられているので，
軌道の x, y平面の曲線の極大値として求めてもよい．
【問題のねらい】
　この問題ではニュートンの運動方程式を解いた結果の表式を利用することに慣れることである．運
動方程式の解の指数関数を含む関数に触れることにより，一般に粘性抵抗のある運動への理解を深
める．

4.1-2　
【解答例】
　式 (4.13) の右辺は α = 0 つまり γ = 0 のときには定義されていない式である．ただし，ここで
は，γ の代わりに α = γ/m を用いて式を表すことにする．題意は，数学的にそれを α の関数として
α → 0 の極限を求めることである．
表式は直接にロピタルの公式を使える形ではないので，αについてのテイラー級数展開を用いた方

法で極限を求める．ε = 0 のまわりにおけるテイラー展開の公式から，
ln(1− ε) = −ε− 1

2
ε2 − 1

3
ε3 + . . .

である．これを用いて，式 (4.13) の右辺は vt = g/αを代入して，(
tan θ +

g

αv0 cos θ

)
x+

g

α2

[
−α

x

v0 cos θ
− α2

2

(
x

v0 cos θ

)2

− α3

3

(
x

v0 cos θ

)3

+ . . .

]
となり，整理すると

x tan θ − g

2

(
x

v0 cos θ

)2

− αg

3

(
x

v0 cos θ

)3

+ (α の 2 次以上の項)

である．この第 3項以降は α → 0 の極限で 0になる．ここで第 2項では三角関数の公式を使って
2 cos2 θ = 2 cos θ sin θ/ tan θ = sin 2θ/ tan θ のように変形しておく．これらにより，式 (4.13) の極限
は次のようになる：

y = tan θ

(
1− g

v20 sin 2θ
x

)
x.

【解説】
　抵抗が働かないとき，つまり α = 0のとき，原点から投げ上げられた投射運動の軌跡は式 (2.30)

で x0 = 0, y0 = 0 と置いたものになる．しかし，一般の場合の式 (4.13)では α = 0 と置くことがで
きない．
このように物理学においては「抵抗が働かないとする」といった簡単化された条件のもとで求めら

れた関係式が「抵抗が働くとき」といった一般の場合の関係式と見かけ上大きく違うことが起こる．
それにもかかわらず実際にグラフを描いてみると，両者の軌道はほとんど違わなかったりする．自然



第 I部問題解答例 17

は α = 0で連続だということである．グラフを描かずに確かめるためには極限を求めることが役に立
つ．αが小さいとき，複雑ではあるが厳密な式 (4.13)を使うよりも近似的に α = 0とした式 (2.30)

を使うほうが便利である．
しかし自然には，Y字形に分岐した水路に向かっていく流れでは上流での位置取りがその後の運動

に大きな違いを与えるように，場合分けをする変数について不連続になる現象もあることに注意して
おく．
【問題のねらい】
　数学的には極限を求める計算を実行できることである．ここではしかしむしろ，解説に述べている
ようなことを実感することであり，できるならコンピュータを用いて図 4.1 よりももっと小さな αの
場合のグラフを描かせてみるとよい．

4.1-3

【解答例】
　粘性抵抗の働く落下運動の方程式とその解き方を学んだ．題意は方程式の係数が与えられて終端速
度を数値的に評価することである．
密度 ρ，半径 a の球形の物体の質量は m = (4π/3)ρa3 で与えられるので，この物体が粘性率 η の

流体中を落下するときの終端速度は式 (4.11)に式 (4.14)の γを用いて
vt =

mg

γ
=

2ρga2

9η

である．g = 9.8m/s2 として，問題に与えられた ρ，a，η の値を上の式に代入して計算すると，
　　　　 (1) 雨粒の終端速度として 1.20 cm/s，
　　　　 (2) 油滴の終端速度として 0.69mm/s を得る．
【解説】
　指示に従って与えられた数値を用いて係数 γと物体の質量を求め，終端速度として求めた結果の式
を用いてその数値を計算すればよい．ここでは，質量の表式を終端速度の表式に代入して得られる一
つの式にすべての数値を代入した．
ニュートンの運動方程式を解くという観点ではどんな大きさの力が働くかが必要なことである．こ

れを速度に比例する力の場合について学んだが，実際に目にする状況との関連については個々に調べ
なくては把握できない．ここでは式 (4.14)が与えられていて，抵抗が物体の大きさに比例している
ことがキーポイントである．ここに注目した答え方をすることが必要になる．
【問題のねらい】
　ここでは抵抗がなぜ速度に比例するのかは問わない．これをすでに知られている事実として抵抗が
物体の半径に比例していることに注意した解き方ができることがねらいである．得られた結果によっ
て，小さな物体で実際の落下速度にいかに抵抗が重要な役割を果たしているかを認識することがで
きる．

4.2-1

【解答例】
場合分けされたいずれにおいても，上昇運動は重力と摩擦力のために終了する．これをまず運動方

程式で導けることとして示す．その後，粗い斜面上にそっと置かれた物体の問題になり，摩擦角の定
義から，斜面の傾き角によって静止し続けるか滑り落ちるかが分かれる．滑り落ちる場合の加速を運
動方程式によって考察する．
斜面の傾きを α とし，斜面と平行で上向きに x 軸をとり，物体の速度を v = ẋ とする．作用する

力は重力と垂直抗力と摩擦力である．重力は， x 成分が −mg sinα であり，面の法線方向の成分は
面に向かってmg cosαである．これを打ち消す斜面からの垂直抗力の大きさが mg cosαであること
から動摩擦力は x 軸方向に運動と逆の向きで作用し，この大きさの µ′倍である．したがって運動方
程式は
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mẍ = −mg sinα−mgµ′ cosα

よって
　　　　v̇ = −g(sinα+ µ′ cosα)

を得る．この式の右辺は負の定数なので，v は（一定の加速度で）単調に減少して，やがて v = 0 に
なる．
その直後を考えると，本文で説明したように，(1) 斜面の傾斜角 α が摩擦角より小さいと物体は静

止を続け，(2) α が摩擦角より大きいと物体は静止できずに滑り降りる．
後者の場合，動摩擦力の向きが逆転するから，斜面を降り始めてからの速度が従う方程式は

　　　　v̇ = g(− sinα+ µ′ cosα)

となる．α が摩擦角より大きいと µ < tanα であり，一般に µ′ < µ なので µ′ < tanα となり，上の
式の右辺 g(µ′ − tanα) cosα は負の定数になる．したがって，物体は等加速度運動により斜面を下降
し続ける．下降時の加速度の大きさ（g(sinα− µ′ cosα)）は上昇時のそれ（g(sinα+ µ′ cosα)）より
も小さい．したがって，速度を時間の関数として示すと図 6 のようになる．

t

v

O

v0

図 6: 問題 4.2-1 の状況 (2) における，物体の速度 v と時間 t の関係．

4.2-2

　【解答例】
　物体が x = 0 の点を通過する時刻を t = 0 とし，そのときの速度を初期条件として，運動方程式
を解く．t ≥ 0 における運動方程式は，作用する力は動摩擦力であることから

mv̇ = −mgµ′

である．いま，t = 0 のとき v = v0 だから，この運動方程式の解は
v = v0 − gµ′t

となる．物体が静止する時刻を t0 とすると，この式で左辺を 0とおいて，
t0 =

v0
gµ′

が得られる．
また，t = 0から t = t0までに物体が移動する距離は，

l =

∫ t0

0
v(t) dt =

∫ t0

0
(v0 − gµ′t) dt = v0t0 −

1

2
gµ′t20.

となる．これに上の t0を代入して，
l =

v20
2gµ′ .

以上より，静止するまでの時間は v0
gµ′，静止するまでに動く距離は

v20
2gµ′ である．

【解説】
　働く力がわかると運動方程式が解けば運動がわかる．この問題では，時刻 0から静止する時刻まで
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の間に限って動摩擦力が働いている．運動方程式には顕に記されていないが，解答例に記した運動方
程式が有効な時間は，上記の定義を用いると 0 ≤ t ≤ t0であることに注意する．
速度から時間積分により位置を求めることは，第 1章で説明した基本事項である．

【問題のねらい】
　この問題文では位置によって働く力が異なる設定になっている．運動方程式は時間を変数とした微
分方程式であるので，一般に位置に依存する力の場合工夫が必要である．本問では止まるまでは同じ
大きさの力であるのでそれを意識することがないが，後で複雑な設定の問題を解くなどの際には，簡
単に解けたこの問題のことを想起することがありうる．

4.2-3

【解答例】
　まず問題の前半に答える．問題 4.2-2 で質点に働く力と，運動量の初期値および最終値がわかって
いる．力積・運動量の定理を利用すると，運動方程式を立てることなく答を得ることができる．
突入時点での運動量は p0 = mv0，静止した瞬間に運動量は p = 0 となる．これらが式 (2.20)の左

辺を与える．質点に作用する摩擦力は F = −µ′mg で一定なので，静止するまでの所要時間を t0 と
すると，この間に質点に作用した力積は Ft0 = −µ′mgt0．これが式 (2.20)の右辺である．したがっ
て，

0−mv0 = −µ′mgt0 ⇒ t0 =
v0
gµ′ .

　次に，問題の後半では，質点に働く力と，運動エネルギーの初期値及び最終値が分かっているこ
とから，仕事・エネルギーの定理を利用すると，運動方程式を立てることなく答を得ることができる．
　突入時点での運動エネルギーは mv0

2/2，これが摩擦によってすべて失われるから運動エネルギー
の増加分は−mv0

2/2である．これが式 (3.7)の左辺を与える．質点に作用する摩擦力は F = −µ′mg

で一定なので，静止するまでに移動する距離を l とすると，摩擦力が質点にした仕事は Fl = −µ′mgl．
これが式 (3.7)の右辺である．したがって，

−mv0
2/2 = −µ′mgl ⇒ l =

v0
2

2gµ′ .

【問題のねらい】
　力積と運動量の変化を，また仕事と運動エネルギーの変化を具体的な問題に触れて，より身近に認
識する．力が時間に依存する，位置に依存する，などもっと複雑な問題に対応するための準備となる．
関係式 (2.20)が実は運動法則の積分形式であり，既習のニュートンの運動方程式は微分形式である
ことを改めて認識すること．

4.2-4

【解答例】
　ブレーキをかけた瞬間の速度が与えられていて，その後の働く力が与えられているので，その速度を
初期条件として運動方程式を解けばよい．方程式とその解き方は，問題 4.2-2と同じである．問題 4.2-3

のように求めてもよい．結果の v0
2/2gµ′ に，v0 = 40 km/h = (40000/3600)m/s と g = 9.8m/s2 と

µ′ = 0.80 を代入して計算すると，7.9m を得る．
【解説】
　問題 4.2-2, 3 とよく似た設定であるから，結果の式を使うことを考える．
【問題のねらい】
　日常の経験で慣れている停止距離が 10m程度であることにはどの程度の動摩擦係数に対応するの
か，一度数値をあたってみて経験することである．また，数値計算の際には単位の取り違いや不注意
によって誤りが生じ，得られた数値が経験的な数値に比べて異常に大きかったり小さかったりするこ
とがある．これは，order of magnitude の間違いである．そのようなとき，それに気づくことが大事
である．
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4.2-5

【解答例】
　ばねの復元力の大きさを F = mg |2µ′ − µ|，最大摩擦力を Fm = mgµとする．まず，(i) 2µ′−µ > 0

の場合，F = mg(2µ′ − µ) だから F − Fm = 2mg(µ′ − µ) である．一般に µ′ < µ だから，F < Fm

が成り立つ．つぎに，(ii) 2µ′ − µ < 0 の場合，F = mg(µ− 2µ′) だから F − Fm = −2mgµ′ < 0 で
ある．したがって，2µ′ − µ の符号にかかわらず F < Fm が成り立つ（ばねの復元力は最大摩擦力よ
り小さい）．

4.3-1

【解答例】
　バネが縮み始めてから物体が静止するまでの力学的エネルギーの増分が，摩擦が物体にする仕事に
等しいので（式 (4.37) ），ばねが最大で l だけ縮むとすると

1

2
kl2 − 1

2
mv20 = −µ′mgl (15)

が得られる．これを l について解くと，

l =
mgµ′

k

√1 +
k

m

(
v0
gµ′

)2

− 1

 . (16)

と求まる．
　物体がバネに接触する瞬間の速さ v0 が大きいほどバネの縮みは大きくなることが直感的に予想さ
れ，上の結果 (16) は確かに v0 の増加関数になっている．この式で与えられる l を v0 の関数として
グラフに描くと図 7 のようになる．v0 が小さい場合には，式 (16) は l ≈ v20/2gµ

′ と近似できるの
で，l は v20 に比例して増大することがわかる．v0 が大きいときには l ≈

√
m/k v0 −mgµ/k と近似

できるので，v0 の増加とともに l は直線的に増えることがわかる．この直線の傾きは，摩擦がない
場合（µ′ = 0）の結果（図の破線の直線）と同じである．

図 7: 式 (16) で表される，バネの最大縮み l と物体がバネに接触する瞬間の速さ v0 との関係（実線）．ただ
し，A =

√
k/m/gµ′，B = k/mgµ′ とおいた．破線は摩擦がない場合（µ′ = 0）の結果を表す，

【解説】
　もし非常に弱いバネが使われた場合はバネが存在しないときとほとんど同じ答になる．k = 0 のと
きはバネが存在しないことになり，問題 4.2-3 と同じことになる．仕事・エネルギーの定理による関
係式は式 (15)で k = 0とすればよい．答として l = v0

2/2gµ′が得られる．しかしここで得られた結
果の式 (16)に k = 0を代入することはできない．そういうときは k → 0の極限をとることでバネの
無い場合と比較することができる．問題に含まれる条件を外した状況で得られた式と，条件下で式を
得た後で条件を緩和して比較する場合，極限をとって比較しなければならないことは物理学ではよく
あることである．
同様に，摩擦が非常に小さい場合は µ′ = 0とみなせるはずである．だからといって結果の式 (16)

に µ′ = 0を代入して答えることができない．もし摩擦が全く働かないのであれば初期状態で持って
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いる運動エネルギーがすべてバネの位置エネルギーになることが条件となり，式 (15)で µ′ = 0とし
た方程式を解けば答として l = v0

√
m/kが得られる．こういうときも結果の式 (16)で µ′ → 0の極

限をとればよい．極限をとることで摩擦の無い場合とごく小さい場合を比較することができる．
これらのことは，問題 4.1-2の解説で既に述べた．再度言葉を変えて述べると，物理学においては

「○○が働かないとする」簡単化された条件のもとで求められた関係式が「○○が働く」一般の場合
と見かけ上の結果の式が大きく違うことが起こる．しかし自然は連続であり，バネの力や摩擦力に関
しては，それは力のパラメータを 0にする極限を求めることで確かめられる．


